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Resumo

Esta comunicagdo discute conhecimentos necessarios para a compreensdo do
conceito de probabilidade condicional na formagdo inicial do professor de
matematica. Apresentamos a analise de um jogo vivenciado com 25 futuros
professores do curso de Matematica-licenciatura da UFPE — campus académico do
Agreste. Os resultados apontam lacunas no conhecimento comum e especializado
do conteudo deste grupo com o conceito de probabilidade condicional. A atividade
estd ancorada na literatura sobre os processos de ensino e aprendizagem da
probabilidade constituindo-se também como exemplo de abordagem na formacgao
do professor para melhor desempenho em seu futuro exercicio docente.

Palavras chave: Probabilidade Condicional; Educag¢do Probabilistica; Formacao
de professores; Conhecimentos de professores de matematica.

1. Introducéo

O conceito de probabilidade condicional ¢ um conceito relevante no campo das estatisticas
por considerar alteragdes no nosso grau de crenga sobre eventos aleatdrios ao adquirimos novas
informagdes. Ter conhecimentos concernentes a este conceito ¢ base para uma sabia tomada de
decisdo em situagdes que envolvem a incerteza, seja na vida cotidiana, seja no campo
profissional.

A natureza da probabilidade condicional precisa de uma atencao especial dos professores de
matematica por que o mapeamento do espaco amostral se revela mais complexo. A utilizagdo
apenas procedimental da formula ndo propicia uma compreensao deste conceito. Este conceito &
utilizado tanto na estatistica cldssica como na bayesiana refor¢ando a necessidade de uma
abordagem diferenciada e significativa do mesmo.

A probabilidade condicional refere-se a probabilidade de ocorrer um evento (A) sabendo-se
que outro evento (B) ja ocorreu. Formalmente, se define mediante a expressao:

P(A|B)=P (AN B)/P(B) sempre que P(B) > 0.

Em pesquisas realizadas por diversos autores, envolvendo tanto professores como
estudantes, uma das dificuldades com probabilidade condicional é discriminar adequadamente a
direcdo da condicional P (A|B) e P (B|4) ou supor que P (A|B) e P (B|4) sdo iguais (Batanero,
Contreras e Diaz, 2012; Oliveira, 2013). Esse erro ¢ denominado por Falk (1986) como faldcia
da condicional transposta. Pelo teorema da Bayes, estas probabilidades condicionadas s6 sdo
iguais se A e B tiverem a mesma probabilidade.

Este erro pode levar a serias consequéncias, tal como o exemplo explicitado em Batanero et
al (2012, p. 8): a confusdo entra a probabilidade de que uma crianca afetada com sindrome de

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 189-196). Granada, 2015.
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A . . , 1 o, , . ’ .
Down dé uma amniocentesis pré-natal’ positiva, que é alta e o fato de que, sendo o diagnostico
positivo a crianga realmente tenha sindrome de Down, que é muito menor.

Atividade que aparentemente parecem ser faceis, mas que tem solugdes contra-intuitivas, se
constituem grande fonte de erros e incompreensdes, tanto por parte de alunos como por
professores.

2. Antecedentes e Marco Tebrico

Falk (1986) ao investigar a faldcia da condicional transporta, advoga que tal dificuldade
pode ser proveniente da interpretagdo da condicionalidade como causalidade, da defini¢do do
evento condicionante e a confusdo da probabilidade inversa.

Estudo realizado por Figueiredo (2000) com estudantes do curso de Licenciatura em
Matematica ¢ Ciéncias da Computacao ressalta que diante de questdes que envolvam a
probabilidade condicional os estudantes diferenciavam esta da probabilidade da intersecdo e o
calculo da P(A/B) do de P(B/A), desde que estes se apresentassem nas perguntas em linguagem
natural. Quando as questdes analogas eram apresentadas na linguagem simbélica, muitos alunos
mostraram dificuldades em resolvé-las.

Estrada e Diaz (2006) apresentaram um estudo avaliando os “sesgos” (deslizes; desvios) no
raciocinio condicional de uma amostra com 159 estudantes de Matematica, Magistério e
Psicologia. Os resultados indicam que o tema ndo resulta facil para estes estudantes e evidencia
a necessidade de potencializar a formagao estatistica sobretudo entre os futuros professores de
matematica.

Contreras (2011) desenvolveu em sua tese de doutoramento um conjunto de cinco estudos
para compreender os conhecimentos de professores e alunos sobre probabilidade condicional e o
uso de recursos didaticos na Formagao de professores do ensino primario e secundario com foco
na probabilidade condicional. O estudo de nimero 5 apresentou como um dos objetivos fazer
os professores (166 participantes da Espanha, México e Portugal) experimentar uma situagdo
didatica baseada em um paradoxo classico da teoria probabilistica com intuito de aflorar alguns
conhecimentos matematicos e didaticos deste grupo concernente a probabilidade condicional.
Uma propor¢ao consideravel destes professores mostrou intuigdes incorretas no comeco da
atividade — Jogo das Trés Fichas e ndo foram capazes de dar uma demonstragdo matematica
completa da estratégia uma vez identificada ao final do jogo. A atividade se mostrou 1til para
provocar a reflexdo didatica do professor. Em nosso caso, utilizamos este jogo com 0s mesmos
objetivos, posto que, esperamos que os futuros professores da nossa mostra tenham os
conhecimentos suficientes sobre probabilidade condicional para realizar o seu exercicio docente
de forma eficaz neste campo.

Escolhemos também, compondo nosso marco teorico, os estudos sobre o Conhecimento
Matematico para o Ensino, desenvolvido por Ball, Thames e Phelps (2008). Estes pesquisadores
descrevem o conhecimento matematico para o ensino como “o conhecimento matematico que o
professor usa na sala de aula para que o aluno construa o conhecimento.” Logo, tomamos como

' A amniocentese ¢ um método de diagnostico pré-natal que ¢é tipicamente aconselhado aos pais perante a
probabilidade de deformagdes genéticas durante a gravidez.
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base as categorias de conhecimentos necessarios ao professor de matematica, estabelecidas por
esses pesquisadores e que discorremos em seguida.

Conhecimento do contetido

O conhecimento do conteudo comum € o conhecimento colocado em jogo por qualquer
pessoa para resolver determinados problemas matematicos. No tocante ao ensino de
probabilidade condicional, o professor dos anos finais do Ensino Fundamental, deve ter a
capacidade de, por exemplo, de discriminar um evento que envolve probabilidade simples de
uma probabilidade condicional.

O conhecimento do conteudo especializado inclui, por exemplo, aspectos como identificar
ideias matematicas que dao base a resolu¢do de um problema. Em relagdo ao ensino da
probabilidade condicional, o professor dos anos finais do Ensino Fundamental deveria saber a
epistemologia do conceito de probabilidade em que neste processo encontramos diferentes
significados. Conhecer ainda as limitagcdes e avancos de cada significado, a saber: classico,
frequentista, subjetivo e axiomatico. Discriminar entre probabilidade simples, composta e
condicional. Ter capacidade para leitura em tabelas de contingéncia — que sdo usadas para
registrar observacdes independentes de duas ou mais varidveis aleatérias, normalmente
qualitativas; compreendendo ainda sobre entre independéncia e dependéncia dos dados. Com
este dominio o professor pode propor situagdes em que ajude os estudantes a construir o
conhecimento em probabilidade condicional numa perspectiva integral.

E por fim o conhecimento horizontal do conteudo, que € o conhecimento da relagdo com
outras disciplinas e as conexoes intradisciplinares, a titulo de exemplo, com a histéria da
matematica ¢ da propria probabilidade.

Conhecimento Pedagogico do Conteudo

O conhecimento do conteudo e do curriculo esta relacionado com a compreensdo dos
programas curriculares para um determinado contetido. O professor, por exemplo, deve ter um
conhecimento sobre a pertinéncia ou ndo da inclusdo de um conteudo em um determinado nivel
escolar e as implicagdes didaticas que advém desta escolha.

O conhecimento do conteudo e dos estudantes, ou seja, o conhecimento de como os
estudantes aprendem determinados conteudos; por exemplo, o professor, ao saber que seus
alunos t€m dificuldades no mapeamento do espago amostral, deve incentivar que eles busquem
estratégias para a superagdo dessa dificuldade.

O conhecimento do conteudo e do ensino € resultante da integragdo do conhecimento do
contetido matematico e do ensino desse conteudo; por exemplo, o professor podera discutir com
seus alunos diferentes registros para a determinagdo do espaco amostral, como tabelas de dupla
entrada e diagramas de arvore. Nesse ambito, o professor deverd também ter conhecimento de
estudos e pesquisas indicando questdes relativas ao ensino e aprendizagem da probabilidade
condicional. Estudos que apontem uma melhor abordagem para dirimir as falacias como o caso
da condicional transposta.

3. Método

Participantes. Os participantes da pesquisa foram estudantes do curso de Matematica-
Licenciatura do Centro Académico do Agreste — Universidade Federal de Pernambuco. A
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disciplina foi a de Estatistica e Probabilidade, em sua maioria, estudantes do 2° periodo e 3°
periodo. Participaram da atividade 25 estudantes. Contudo, ndo ha implicagdes para os
resultados que vamos apresentar, uma vez que apresentamos as analises por atividades.

Atividade — Jogo das Trés Fichas. Propomos esta atividade para permitir aos estudantes a
ressignificagdo e/ou mesmo a constru¢do do conhecimento sobre probabilidade condicional,
mobilizando o conhecimento especifico do contetido. Pretendemos por meio dessa atividade que
os licenciandos — futuros professores — reflitam suas dificuldades e seu rebatimento nas suas
futuras salas de aula. Para isto, lancamos mao do Jogo das Trés Fichas apresentado por
Contreras em diversas publicagdes (Contreras, 2001; Contreras, Batanero, Arteaga, e Cafadas
2012; Batanero, Contreras, Diaz e Cafiadas, 2014). Este jogo foi sistematizo com base no
Paradoxo das Caixas de Bertrand, assim conhecido por ter sido estudado pelo matematico
francés do século XIX Joseph Bertand. O jogo tem o seguinte enunciado:

Se tomam 3 fichas da mesma forma e tamanho, das quais uma é vermelha em ambas as faces,
outra é azul por uma face e vermelho na outra e a terceira é azul nas duas faces. O professor
coloca as trés fichas em uma caixa, que agita convenientemente, antes de selecionar uma das
trés fichas ao azar. Mostra uma das faces da ficha, mantendo a outra escondida, pedindo a seus
alunos que adivinhem a cor do lado oculto. Uma vez feita as apostas, o professor mostra o lado
oculto. Cada aluno que tenha acertado a previsdo efetuada consegue um ponto.

Temos como objetivo aflorar nos professores alguns conhecimentos matematicos e didaticos
com relagdo a probabilidade condicional. Além de confronta-los por meio das suas estratégias
articulado ao conceito de probabilidade condicional.

Os estudantes receberam uma folha de registro com o enunciado e espaco para os demais
registros que a atividade solicita. Cada estudante deve apresentar sua estratégia e argumentar
sobre a estratégia escolhida. Foi disponibilizado um espago para o debate coletivo e decidir qual
¢ a melhor estratégia e analisar os diferentes argumentos envolvendo a probabilidade
condicional.

Andlise dos Dados. Para analise dos dados adotamos uma perspectiva de analise qualitativa
e ndo apenas quantitativa com base em acerto e erros. Os protocolos foram analisados por
diversas vezes para definigdo das variaveis e categorias.

Por meio dos protocolos, das estratégias adotadas e do debate em sala de aula pudemos
levantar dados para uma analise mais ampla ao qual estamos apresentando neste texto. E ainda,
no que diz respeito aos conhecimentos necessarios ao ensino de probabilidade, consideramos as
categorias apresentadas por Ball ef a/ (2008) tal qual discutido no capitulo acima, porém para
analise da atividade aqui apresentada, nosso foco centra-se no conhecimento comum do
conteudo e no conhecimento especializado do conteudo de probabilidade.

4. Resultados e discussdes
Tomamos para nossa analise as estratégias descritas em Contreras (2011) e Contreras, Diaz,
Batanero e Ortiz (2010), a saber:
E1 — Apostar na mesma cor da face que se vé (correta);
E2 — Apostar na cor contraria da que se mostra;

E3 — Considerar que ndo utilizou nenhuma estratégia - escolha aleatoria;
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E4 — Eleger uma das cores em todos os ensaios;

E5 — Uso dos resultados anteriores para a escolha;

E6 — Mudar as estratégias ao longo da sequéncia dos ensaios;
E7 — Propriedades nao fisicas das tarjetas.

Analisando as estratégias iniciais (primeira jogada), temos a tabela abaixo que apresenta a
frequéncia absoluta dos tipos de estratégias e as respectivas porcentagens com relagdo a
estratégia inicial.

Tabela 1: Estratégias Iniciais

Estratégias Freq. Porc. (%)

E2 5 20,0
E3 17 68,0
E4 1 4,0
ES 2 8,0
TOTAL 25 100,0

Os indices nos revelam que um maior grupo de licenciandos (68%) considerou que ndo
utilizavam nenhum tipo de estratégia em suas apostas ou que apostavam aleatoriamente (E3).
Alguns argumentos erroneos apresentavam uma ideia de que os resultados de dar uma das cores
seriam equiprovaveis. Nenhum dos participantes elegeu a estratégia correta “E1” como
estratégia inicial. Esses resultados estdo na mesma direcdo dos resultados de Contreras (2011)
em que a E3 é a de maior indice (47,6%) de indicagdes dos participantes da sua pesquisa com
166 professores em exercicios e futuros professores.

No segundo momento da atividade, realizava-se outro sorteio e desta vez era solicitado aos
estudantes, além de identificar a estratégia clegida por eles, deveriam apresentar uma
demonstracdo matematica para a mesma. Temos que 61,5% apresentaram uma demonstracio
matematica, enquanto que 38,5% nao responderam este item.

O problema pode ser resolvido de diversas formas e sem necessariamente utilizar a formula
da probabilidade condicional. Uma solugéo correta ¢ mais intuitiva é observar que das 3 fichas,
duas tem a mesma cor. Ao sortear uma ficha aleatoriamente temos trés possibilidades (as trés
fichas). Os casos favoraveis sdo as duas fichas de mesma cor. Logo, a probabilidade de face
oculta = face visivel ¢ igual a probabilidade de duas faces iguais, ou seja, 2/3.

Dos estudantes que responderam (61,5%), os mesmos utilizaram fragdes, porcentagens,
combinagdes e diagramas das possibilidades para demonstrar sua estratégia. A seguir,
apresentamos trés protocolos com as justificativas e estratégias.
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Figura 1: protocolo n° 15

O estudante acima aponta para a resposta correta da probabilidade que é de 2/3. No entanto,
ao explicitar sua demonstragdo matematica se confunde ao mapear o espago amostral e seu
argumento se torna erroneo. E preciso levar em consideragio o fato de que mesmo que a
possibilidade “Azl e Az2” e “Az2 e Azl” represente fisicamente a mesma ficha, mas sdo
possibilidades diferentes dentro do espago amostral. O protocolo demonstra que o estudante
consegue considerar isto para as fichas de cores diferentes, mas ndo o faz para as fichas de
mesma cor. O correto seria explicitar as diferentes faces que se tem com as fichas, uma
representagao poderia ser a seguinte:

Ficha amarela nas duas faces (Aml ¢ Am2), Ficha azul nas duas faces (Azl ¢ Az2) e Ficha
Azul em uma face e amarela na outra (Am e Az). O espago amostral compreenderia os seguintes
resultados: Aml_Am2; Am2 Aml; Azl Az2; Az2 Azl; Am Az; Az Am.

Como observamos, temos quatro resultados favoraveis dentre todos os seis resultados
possiveis, pela regra de Laplace, a probabilidade é de 4/6 ou 2/3. Observemos agora a resolugao
do proximo estudante.

3, Se estds seguro da tua estratégia, dd uma demonstragdo matematica da mesma. :
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Figura 2: protocolo n°19

O estudante apresenta uma dificuldade para construir um argumento correto com base no
espago amostral, também como no protocolo anterior. O que destacamos deste estudante ¢ a
frase “uma das cartas ja é escolhida” que sinaliza uma nog¢ao do significado da probabilidade
condicional.

Para chegar a uma demonstragdo correta utilizando a probabilidade condicional, poderia se
pensar na resposta a seguinte pergunta: Qual a probabilidade de ocorrer Am dado que Am ja
tenha ocorrido? Como nos estudos de Falk (1986) entender este evento condicionante nio é
tarefa facil para os estudantes. Utilizando o algoritmo do célculo da probabilidade condicional
“P(Am|Am) = P(Am N Am) / P(Am)” encontramos (1/3) / (1/2) = 2/3. De forma andloga para a
cor azul. E para confirmar utilizando a ficha de cor diferente: Qual a probabilidade de ocorrer
Am dado que Az ja tenha ocorrido? Encontramos como resposta (1/6) / (1/2) = 1/3. De forma
analoga encontramos o mesmo resultado trocando as cores. Assim, a probabilidade de apostar
na mesma cor ¢ maior ¢ se torna em uma estratégia mais sabia. Observemos mais um protocolo.

3. Se estds seguro da tua estratégia, dd uma demonstragdo matematica da mesma.

CO ~~ T2 wmo o R

Figura 3: protocolo n°5

Ja este estudante da figura 3 apresenta um argumento erréneo e que o leva para uma
resposta incorreta. O que o mesmo realiza como demonstragao matematica ¢ o estabelecimento
da razdo entre a quantidade de amarelos ¢ quantidade de azuis. Esse ¢ um erro comum e que
envolve o significado da probabilidade classica.
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Apbs a realizagdo do jogo e dos questionamentos que a atividade possibilita comegamos a
discutir situagdes em que ¢ necessario calcular a probabilidade de um evento dado que outro ja
tenha ocorrido e assim sistematizar o conceito de probabilidade condicional a que esta atividade
propicia. Além disto, houve uma reflexdo sobre a utilizacdo deste jogo como um recurso
didatico que faz aflorar confusdes ao se raciocinar condicionalmente.

5. Consideracdes finais

Estes resultados sdo motivos de preocupacdo, na formacao inicial dos estudantes do curso de
Matematica-Licenciatura, uma vez que se aos mesmos nao for propiciada uma vivéncia de
situagdes que mobilizem os conhecimentos necessarios ao ensino, os professores tenderdo a
falhar no ensino de probabilidade, bem como em algumas atividades profissionais que requerem
o raciocinio probabilistico, tais como compreender o que os alunos sabem ¢ ainda, decidirem
estratégias didaticas de agdo para dirimir tais dificuldades.

Defendemos, com base nos estudos aqui apresentados, que os licenciandos devem na sua
formacao inicial entrar em contato com atividades que mobilizem e avancem os conhecimentos
necessarios para os processos de constru¢do do conceito de probabilidade. Devem dominar os
diferentes significados de probabilidade, da probabilidade condicional e das nogdes que
sustentam este conhecimento. Devem ter em seu repertorio situacdes didaticas para a sua futura
pratica profissional. E necessario conhecer as implicagdes didaticas das abordagens que
discutimos para um melhor planejamento do seu ensino sobre probabilidade.

Ao mobilizar tais conhecimentos com os licenciandos estaremos avangando na transi¢ao do
conhecimento comum para o conhecimento especializado de probabilidade, ¢ que, reverbere no
Conhecimento Matematico para o Ensino de Probabilidade Condicional.
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